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(1)  ܵ → ܽ	ܾ	 (2)  ܵ → ܽ ܿ
(3) 	ܵ → ܽ	ܵ	ܾ	 (4)  ܵ → ܽ ܵ ܵ ܿ

Claim: For any string generated by the grammar ܩ above, the number of ܽ’s will be equal 
to the number of ܾ’s plus the number of ܿ’s (݊௔ ൌ ݊௕ ൅ ݊௖ሻ

Proof by Induction on number of applications of the rules. 

Base Case.  Suppose the string has been generated with just application of a rule.  Then it must have 
been generated by (2) or by (3).  Thus it is either ܽ	ܾ	 or ܽ	ܿ.		In either case,	݊௔ ൌ ݊௕ ൅ ݊௖.

2
overhead



(1)  ܵ → ܽ	ܾ	 (2)  ܵ → ܽ ܿ
(3) 	ܵ → ܽ	ܵ	ܾ	 (4)  ܵ → ܽ ܵ ܵ ܿ

Claim: For any string generated by the grammar ܩ above, the number of ܽ’s will be equal to the 
number of ܾ’s plus the number of ܿ’s (݊௔ ൌ ݊௕ ൅ ݊௖ሻ
Induction Hypothesis:  For all ݇ ൒ 1,	 ݎ ൏ ݇ applications of the rules, the number of a’s (call it ݇௔) is 
the sum of the number of b’s ሺ݇௕ሻ and the number of c’s ሺ݇௖ሻ.  ݇௔ ൌ ݇௕ ൅ ݇௖.
Want to prove: For ݎ	 ൌ ݇ ൅ 1 applications of the rules, ݊௔ ൌ ݊௕ ൅ ݊௖ where ݊௔, ݊௕, ݊௖ are the 
number of a’s, b’s and c’s in the string generated.  
Proof:  Consider the first application of the rule.  If it is (1) or (2), we can’t have another application 
so ݎ ൌ 1 and we are interested in ݎ ൌ ݇ ൅ 1 ൐ 1.   So the first rule applied must be (3) or (4). 
Let ݎ ൌ ݇ ൅ 1be the number of applications of the rules.

Case 1. The first rule applied is (3).  Now the tree T (see diagram) has ݇
applications of the rule.  
Thus by induction hypothesis, ݇௔ ൌ ݇௕ ൅ ݇௖. 
But ݊௔ ൌ ݇௔ ൅ 1 and ݊௕ ൅ ݊௖ ൌ ݇௕ ൅ ݇௖ ൅ 1.   Thus ݊௔ ൌ ݊௕ ൅ ݊௖.

We proceed to Case 2 where the first rule applied is (4). 



(1)  ܵ → ܽ	ܾ	 (2)   ܵ → ܽ ܿ
(3) 	ܵ → ܽ	ܵ	ܾ	 (4)  ܵ → ܽ ܵ ܵ ܿ

Induction Hypothesis: For all ݇ ൒ 1,	 ݎ ൏ ݇ applications of the rules, assume the number of a’s (call 
it ݇௔) is the sum of the number of b’s ሺ݇௕ሻ and the number of c’s ሺ݇௖ሻ.  ݇௔ ൌ ݇௕ ൅ ݇௖.
Want to prove: For ݎ	 ൌ ݇ ൅ 1 applications of the rules, ݊௔ ൌ ݊௕ ൅ ݊௖ where ݊௔, ݊௕, ݊௖ are the 
number of a’s, b’s and c’s in the string generated.  

Recall that ݎ ൌ ݇ ൅ 1 is the number of applications of the rules

Case 2.  The first rule applied is (4).   Let the trees T1 and T2 (see 
diagram) have ݎଵ ൐ 0 and ݎଶ ൐ 0 applications of the rules respectively.  
Since ݎ ൌ ଵݎ ൅ ଶݎ ൅ ଵݎ ,1 ൏ ݇ and ݎଶ ൏ ݇.	
By induction hypothesis, the number of a’s is the sum of the number of 
b’s and the number of c’s in each of trees T1 and T2.  
But ݊௔, ݊௖ is one more than the sum of a’s and c’s in T1 and T2, 
respectively and the number of b’s is the same as the sum of  b’s in T1 
and T2.   
Thus ݊௔ ൌ ݊௕ ൅ ݊௖.
QED.


